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摘要 本文研究由单轴完美匹配层截断电磁散射问题所得到的系统的时域差分格式的
稳定性. 具体而言, 通过用一种特殊媒质的单轴完美匹配层将开放区域上的 TM 散射波截
断在一个方形区域内, 给定适当的初边值条件, 以及在截断外边界施加完全反射条件, 利用
Yee算法离散得到截断区域内时域差分系统.最后利用离散能量方法,证明了整个截断区域
上时域有限差分系统的稳定性. 数值算例也很好地验证了理论分析的结果.
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1 引言
自从 Yee 提出遵循物理规律的 Yee 氏网格差分算法 (参见文献 [1]) 后, 时至今日, 时域
有限差分 (FDTD)方法已经发展成为计算电磁学中最重要的计算方法之一 (参见文献 [2–6]).
当遇到散射问题时, 因为问题区域是开放的, 会有很多本质的困难, 但是仍然不乏许多行之
有效的计算方法 (参见文献 [7]). 近年来非常流行的完美匹配层 (PML) 方法就是其中一种.
PML 方法是 Bérenger 首先提出来的, 用于解决电磁散射问题, 基本思想是用一种不必存在
于现实中的特殊媒质的吸收层将外域问题截断为有界问题 (参见文献 [8–11]). 所谓 “完美匹
配”是指该吸收层具有两个特性: 一是截断处的连接边界必须是 “透明”的,即波可以任意穿
过而不引起反射; 二是吸收层里的媒质必须有 “吸收” 行为, 即波在其内传播是衰减的.
Bérenger 完美匹配层需要分裂电磁场, 其物理意义不明确, 且可以导致计算不稳定 (参
见文献 [12]). 不过 Chew 和 Weedon 却 “观察” 到, 完美匹配层中的方程系统可以通过引进
一组复的变量替换来得到, 并不需要分裂电磁场 (参见文献 [13]), 这就是所谓的单轴完美匹
配层 (UPML). 本文第二作者考虑了用单轴完美匹配层截断电磁散射波的初边值问题, 并且
得到了其弱解问题解的存在唯一性 (参见文献 [14]).
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尽管 Bérenger 完美匹配层和单轴完美匹配层的微分方程系统在数学上是等价的, 但是
它们的差分系统的稳定性却不尽相同. 以 Maxwell 方程组的时域差分系统为例, 借助于另一
等价系统, Becache 和 Joly 利用能量方法证明了 Bérenger 完美匹配层对整合的变量是稳定
的 (参见文献 [15]). 然而, 同样的差分系统, 利用 Fourier 方法对原始变量只证明到弱稳定
的结果. 相同的弱稳定性结果对无需分裂场的单轴完美匹配层来说, 也是成立的 (参见文献
[16]). 然而本文将证明用单轴完美匹配层截断的 Maxwell 方程初边值系统的时域有限差分
格式是稳定的. 我们在截断区域由 Yee 算法离散得到时域有限差分初边值系统, 通过在单轴
完美匹配层的截断外边界施加人工边界条件, 利用离散能量方法, 证明了该截断区域的差分
系统在一定的网格条件下是稳定的, 并进行了数值实验验证. 以笔者有限的了解, 数学上鲜
有学者将 Maxwell方程系统和完美匹配层结合在一起讨论其稳定性, 然而这对指导实际应用
却具有非常重要的理论意义.
关于完美匹配层方法的数学理论, 许多优秀的数学工作者做了大量的工作. Bramble 和
Pasciak 证明了在截断区域充分大的情况下, 时间调和 Maxwell 方程和声波散射问题的完美
匹配层的解是适定的 (参见文献 [17]). Bao 和 Wu 考虑了极坐标下的三维电磁散射问题解
的收敛性, 他们建立了关于散射问题和截断完美匹配层问题的一个显式误差估计 (参见文献
[18]). Chen等为求解时间调和散射问题提出了自适应完美匹配层技巧, 数值实验显示了所提
出的自适应方法 “强有力的行为”(参见文献 [19, 20]). Lu等 [21] 利用间断 Galerkin方法为线
性色散和 Debye 型耗损介质中 Maxwell 方程在完美匹配层区域建立了统一公式.
关于时域差分的能量方法, Kung和 Chuan研究了 Maxwell方程的时域差分格式的稳定
性, 并且建立了 Yee 格式时域差分公式的一个新的稳定性定理 (参见文献 [22]).
2 截断区域上的微分系统























其中 E = (0, 0, E3)T 是电场, H = (H1, H2, 0)T 是磁场.
设 Γ 是 R2 中满足 Lipschitz 条件的闭曲线, Ω 是其外部区域. 在 Ω× [0,∞)中考虑方程
(2.1) 的如下初边值问题:
(H1, H2, E3)T|t=0 = (H10, H20, E30)T  u0, E3|x∈Γ = 0. (2.2)
假定 u0 有紧支集 supp u0 ⊂ Ω1 = Ω ∩ {x; |x1| < a, |x2| < a}.
为了求解问题 (2.1)和 (2.2),我们以厚度为 d的单轴完美匹配层将区域 Ω截断为 Ω0 :=
Ω ∩ {x : |x1| < a+ d, |x2| < a+ d}, 并设定人工边界条件:
E3 = 0, |xj | = a+ d, j = 1, 2. (2.3)
Ω0 \ Ω1 是单轴完美匹配层.
定义 Ω0 的子区域: Ω2 := {x : a < |x1| < a + d, |x2| < a}, Ω3 := {x : a < |x2| <
a+ d, |x1| < a}, Ω4 := {x : a < |x1| < a+ d, a < |x2| < a+ d} (参见图 1).
下面简单推导在这些子区域所满足的微分方程 (参见文献 [14]).
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图 1 子区域划分示意图
当 x1 > a 时, 将解在 t < 0 时作零延拓. 因为初值在 x1 > a 时为零, 故解在 t = 0 时保
持连续. 记 i 为虚数单位, 定义 u = (H1, H2, E3)T 关于 t 和 x2 的 Fourier 变换:





u(x1, x2, t)e−itτe−ix2ξ2 dt dx2.
记 ω = −τ , 方程 (2.1) 转化为
−iωĤ1 = iξ2Ê3, −iωĤ2 = ∂Ê3
∂x1














(x1 − a), x1  a,
(2.5)
替代方程 (2.4) 中的 x1 可得
−iωĤ1 = iξ2Ê3, −iωĤ2 = ∂Ê3
∂x̂1
, −iωÊ3 = ∂Ĥ2
∂x̂1
+ iξ2Ĥ1, (2.6)
其中 σ > 0 是阻尼常数. 因为变换 (2.5)是连续的,所以在 x1 = a处有如下的连接边界条件:
Ĥ2|x1=a+0 = Ĥ2|x1=a−0, Ê3|x1=a+0 = Ê3|x1=a−0. (2.7)



































































(xj + a), xj  −a,
















































































H2||x1|=a+0 = H2||x1|=a−0, E3||x1|=a+0 = E3||x1|=a−0, (2.12)
H1||x2|=a+0 = H1||x2|=a−0, E3||x2|=a+0 = E3||x2|=a−0. (2.13)




















本文第二作者应隆安推导了在截断区域上仅用变量 h1, h2, e3 表示的等价方程, 并利用
能量方法得到如下的范数上界估计 (参见文献 [14]), 利用方程 (2.14), 原始系统 (2.1)–(2.3),
(2.8), (2.10)–(2.13)的稳定性即得.



















注 2.1 当 σ = 0时,估计式 (2.15)失效. 然而,如果作变量替换 h1 = eσtb1, h2 = eσtb2,




















本节采用时空都是二阶精度的 Yee 算法 (参见文献 [1]) 离散上节的微分初边值系统
(2.1)–(2.3), (2.8), (2.10)–(2.13)建立相应的时域差分系统.
分别记两个方向的空间步长为 l1, l2, 时间步长为 τ . 变量 H1, h1 的空间网格标号为
(i, j+ 12 ),变量 H2, h2 的空间网格标号为 (i+
1
2 , j),变量 E3, e3 的空间网格标号为 (i, j),其中
i, j 都是整数. 在 Yee 网格中这些变量的节点排布可参见图 2 及图 4. 在不混淆的情况下,有
时略去空间网格节点标号. 变量 H1, h1, H2 和 h2 的时间网格标号为 n− 12 , 变量 E3, e3 的时







2 (i− 12 , j) 等形式.
记 ūk = 12 (u
k+ 12 + uk−
1
2 ), k 是整数或半整数. D 为中心差分算子. 例如, (Dtu)k =
1
τ (u
k+ 12 − uk− 12 ), (Dx1h2)n(i, j) = 1l1 (hn2 (i+ 12 , j)− hn2 (i− 12 , j)). 其他的差分表示类似.
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2 (i, j) = (Dte3)n−
1
















































































En3 (i, j) = e3






















































































en3 (i, j) =
n∑
k=1
α−kβk−1(En+1−k3 (i, j)− En−k3 (i, j)) + α−nβnE03(i, j).
(3.3)
下面剖分截断区域建立差分网格. 不失一般性, 假定连接边界 |xj | = a 以及人工边界
|xj | = a + d, j = 1, 2, 都与变量 e3 和 E3 的网格线重合. 记 |x1| = a 的网格标号为 |i| = I1,
|x2| = a 的网格标号为 |j| = J1, |x1| = a+ d 的网格标号为 |i| = I2, 以及 |x2| = a+ d 的网格
标号为 |j| = J2, 其中整数满足关系 0 < I1 < I2, 0 < J1 < J2. 所有这些见图 2 和图 4 中示
意,注意这些图中的散射边界只是特例. 为方便证明,不妨进一步假定,散射边界是一个规则

























































落在区域 [−a− d, a+ d]






















































落在区域 ([−a− d,−a) ∪ (a, a+ d])
× [−a− d, a+ d]
}
.
由连接边界条件 (2.12) 和 (2.13), E3 和 H1 在标号为 |i| = I1 的空间网格上是连续
的, 而 E3 和 H2 则在标号为 |j| = J1 的空间网格上是连续的. 因此, 利用 Yee 算法离散
(2.1),(2.8),(2.10),(2.11)每个式子的前两个方程, 可得
































































为研究 E3 满足的差分方程, 定义
ΩE31 := {(i, j) : 节点 (il1, jl2)落在区域 (−a, a)× (−a, a) \ Ωc},
ΩE32 := {(i, j) : 节点 (il1, jl2)落在区域 ((−a− d,−a) ∪ (a, a+ d))× (−a, a)},
ΩE33 := {(i, j) : 节点 (il1, jl2)落在区域 (−a, a)× ((−a− d,−a) ∪ (a, a+ d))},
Ω4 := {(i, j) : 节点 (il1, jl2)落在区域
((−a− d,−a) ∪ (a, a+ d))× ((−a− d,−a) ∪ (a, a+ d))},
Ξ0 := {(i, j) : |i| = I2或 |j| = J2} ∪ {(i, j) : 节点 (il1, jl2)落在Γ上}.
离散 (2.1), (2.8), (2.10), (2.11) 每个式子的第三个方程, 可得
在 ΩE31 上, E3 满足
(DtE3)n−
1
2 (i, j) = (Dx1H2)
n− 12 (i, j) + (Dx2H1)
n− 12 (i, j). (3.8)
在 ΩE32 上, E3 满足
(DtE3)n−
1
2 (i, j) = (Dx1h2)
n− 12 (i, j) + (Dx2H1)
n− 12 (i, j). (3.9)
在 ΩE33 上, E3 满足
(DtE3)n−
1
2 (i, j) = (Dx1H2)
n− 12 (i, j) + (Dx2h1)
n− 12 (i, j). (3.10)
在 Ω4 上, E3 满足
(DtE3)n−
1
2 (i, j) = (Dx1h2)
n− 12 (i, j) + (Dx2h1)
n− 12 (i, j). (3.11)
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还需要给出 E3 在连接边界上的差分方程, 注意到此时变量 H2 和 H1 分别跨越了网格
线 |i| = I1 和 |j| = J1. 通常的处理办法是, 连接边界上的差分方程形式上取它的邻域上的差
分方程的平均, 读者可以参照文献 [2, 6]. 因为只是一种近似, 为简单起见, 不妨取其中一个
邻域的差分方程作为连接边界上的差分方程.
在 {(i, j) : |i| = I1, |j|  J1} 以及 {(i, j) : |i| < I1, |j| = J1} 上, E3 满足
(DtE3)n−
1
2 (i, j) = (Dx1H2)
n− 12 (i, j) + (Dx2H1)
n− 12 (i, j). (3.12)
在 {(i, j) : I1 < |i| < I2, |j| = J1} 上, E3 满足
(DtE3)n−
1
2 (i, j) = (Dx1h2)
n− 12 (i, j) + (Dx2H1)
n− 12 (i, j). (3.13)
在 {(i, j) : |i| = I1, J1 < |j| < J2} 上, E3 满足
(DtE3)n−
1
2 (i, j) = (Dx1H2)
n− 12 (i, j) + (Dx2h1)































































α−kβk−1(E3n−k(i, j + 1)− E3n−k(i, j))










































(E30(i, j + 1)− E30(i, j)) + α−nβn 1
l2

















同理, 由方程 (3.6) 可得在 Ω13 上满足
(Dx1e3)











(e30(i+ 1, j)− e30(i, j))
}
. (4.2)
进一步, 利用 (3.2), (3.3) 和 (3.8), (3.12), 可得在 ΩE31 ∪ {(i, j) : |i| = I1, |j|  J1} ∪
{(i, j); |i| < I1, |j| = J1}  Ω1 上满足
(Dx1h2)
n− 12 +(Dx2h1)











































将方程组 (3.1) 和 (3.2) 代入到 (3.5), (3.7), (3.9), (3.10), (3.11), (3.13), (3.14), 用小写变






















































n− 12 (i, j)+(Dx2h1)












n− 12 (i, j)+(Dx2h1)








2 (i, j) + σēn−
1
2
3 (i, j) = (Dx1h2)
n− 12 (i, j) + (Dx2h1)
n− 12 (i, j). (4.8)














































值系统 (3.4)–(3.15)的稳定性. 证明的过程较繁琐, 主要的思路分 3 步:
步骤 1: 引进变换 (5.1) 以及参数 (5.2), 将系统 (4.1)–(4.9) 转化为以变量 b1, b2, g3 表示
的系统 (5.3)–(5.11).
步骤 2: 利用离散能量方法和 Gronwall 不等式估计系统 (5.3)–(5.11) 得到关于变量
b1, b2, g3 的范数估计式 (7.19) 和 (7.20).
456
中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 4 期
步骤 3: 利用变换 (5.1)将变量 b1, b2, g3的范数估计 (7.20)和 (7.21)返回到变量 h1, h2, e3
的范数估计, 然后再返回到原始系统 (3.4)–(3.15).









































en3 (i, j) = e
σnτgn3 (i, j).
(5.1)






























:= θ − η.
(5.2)


















(g03(i, j + 1)− g03(i, j))
}
. (5.3)






























(g03(i+ 1, j)− g03(i, j))
}
. (5.5)





























































































































































n− 12 = (Dx1b2)
n− 12 + (Dx2b1)















































U0|Ω0\Ω1 = 0, g3|(i,j)∈Ξ0 = 0.
(5.11)
下面进行第 2 步: 记
Ω234 := Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4, Ωb10 := Ω12 ∪ Ω34,
Ωb20 := Ω
13 ∪ Ω24, Ωg30 := Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4.











































































































利用离散能量方法, 我们可以证得关于系统 (5.3)–(5.11)的如下估计, 证明过程较长, 放
在附录中. 证明的关键是将对空间的差商转化为对时间的差商, 并且将 Ω2 和 Ω3 中多出的
部分转移到 Ω4 上, 利用 Ω4 上的方程去化简.





























最后进行第 3 步, 利用关系式 (5.1) 将估计式 (5.13) 返回到变量 h1, h2 和 e3, 则有
定理 5.3 (稳定性) 在条件 (5.12) 下, 成立
















注 5.2 只要时间步长 τ 足够小,上界估计的指数阶可以是 e2σT+ε, ∀ ε > 0. 这比连续情
形的指数阶 e2σT 的估计结果要差一点. 另外不同于连续的情形,当 σ = 0时,估计仍然有效.
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根据定理 5.3,加之相互转换关系方程组 (3.2), (3.3),单轴完美匹配层的时域有限差分初
边值系统 (3.4)–(3.15)在截断区域上的稳定性立即可得.
6 数值算例







开始, 而 E3 从 E13 开始. 程序流程如下:
1. 设定网格参数以及初边值 (3.15);
2. 迭代过程: 在每个时间步 n, 利用系统 (3.4)–(3.15)一步步显式求解;
3. 从 n = 1 到 M 重复以上迭代过程.
由于讨论的散射问题被单轴完美匹配层截断且初值有紧支集, 故很难为其找到一个解析
解. 我们于是给定一个任意适当的初边值条件, 分别计算 “无穷区域” 解和截断区域解, 并对
照它们在 Ω1 上的解的情况. 事实上,所谓的 “无穷区域”解只不过是在一个充分大的不带完
美匹配层的网格上的差分解.
所有的数值实验是在惠普 nx6330 笔记本电脑上用 Fortran95 实现的. 实际的程序处理
是分别用奇数和偶数点表示半整数和整数点的. 数值结果如下:
例 1 散射边界取一个正方形, 网格示意图见图 2. 设定参数 σ = 4, τ = 0.005, l1 = l2 =
0.1, 时间步 M = 10000,时间 T = 50, I0 = J0 = 10, I1 = J1 = 50, I2 = J2 = 55, “无限大” 网




























2 确定. 图 3 是 k1 = k2 = 1 和 w = 4.5 时每 10 个时间步的范数图
像. 很明显可以看出截断区域上的时域有限差分系统是稳定的.
例 2 σ = 0.2,其他参数和初边值同例 1. 表 1 对比了截断区域上带单轴完美匹配层的
时域差分解 (带上标 F ) 和 “无穷区域” 的差分解 (带上标 ∞), 可以看出时域差分解收敛到
“无穷区域” 差分解. 实验中出现两个现象, 一是越靠近连接边界相对误差越大, 最大相对误
差是在连接边界附近的节点取得的; 二是当增加单轴完美匹配层的网格数时, 最大相对误差
改善,但是当单轴完美匹配层网格数足够多,比如本例中超过 15后,最大相对误差不再改善.
这些现象基本可以解释为完美匹配层到 Ω1 的一种数值反射误差. 很多数值专家曾研究过完
美匹配层的数值反射问题, 比如 Bérenger 就建议: 为减小数值反射引起的误差, 阻尼最好取
阶梯函数, 匹配层的网格可以选取为 4 到 8 等 (参见文献 [2, 3, 9, 11]).
例 3 分别取正方形、三角形和圆形散射边界. 正方形散射边界同例 1, 见图 2. 三角
形散射边界取的为等腰直角三角形, 大小为正方形的一半, 两直角边与网格线重合, 见图 4
左.圆形散射边界取的是与正方形边界相切的圆,见图 4右. 此时边界不再与网格重合,文献
[5,6]中给出了几种处理办法, 比如就近赋值或者插值赋值等. 这里为简单起见, 直接将 E3 的
零边界条件赋值给距离散射边界最近的 E3 网格节点. 初边值和网格参数仍然同例 1. 表 2
列出了两种差分解在三种不同散射边界、不同的 σ 值下的最大相对误差. 相应于正方形、三
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角形和圆形的变量依次附加上标 S, T, C. 可以看出最大相对误差对 σ 比较敏感. 当 σ 相同
时, 不同散射边界条件的最大相对误差在同一量级上.
图 2 正方形散射边界对应的截断区域的空间网格剖分示意图
图 3 H1, H2, E3 和 u 的 l
2(Ω1) 范数
表 1 n = 100 时 FDTD 解和 “无穷区域” 差分解比照











13 12 0.137671 0.137671 –0.112977 –0.112977 0.127203 0.127203
18 21 0.101216 0.101216 0.192525 0.192525 0.011811 0.011811
21 16 –0.030493 –0.030493 0.264988 0.264988 0.030922 0.030922
28 15 –0.091309 –0.091309 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
32 42 –0.072512 –0.072512 –0.072474 –0.072474 0.006194 0.006193
40 42 –0.234652 –0.234653 0.046531 0.046531 0.020043 0.020042
45 45 –0.006238 –0.006257 –0.006238 –0.006257 –0.000005 –0.000005
49 49 0.120178 0.121776 0.120178 0.121776 –0.106268 –0.107147
最大相对误差 0.003272 0.003272 0.003919
460
中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 4 期
图 4 三角形和圆形散射边界对应的截断区域的空间网格剖分示意图
例 4 初值和空间网格参数同例 1,阻尼取 σ = 2,时间步长取 τ = 0.1. 此时条件 (5.12)
严重不满足, 范数很快发生爆破, 图 5 给出了 H1,E3 的范数图像.
表 2 n = 100 不同 σ 不同散射边界下的最大相对误差
σ 4.0 2.0 1.0 0.8 0.4
HS1 8.62342E–3 4.50985E–3 2.30772E–3 1.85462E–3 9.36166E–4
HT1 8.33623E–3 4.35966E–3 2.23087E–3 1.79286E–3 9.04988E–4
HC1 7.52504E–3 3.93543E–3 2.01378E–3 1.61840E–3 8.16925E–4
HS2 8.62342E–3 4.50985E–3 2.30772E–3 1.85462E–3 9.36166E–4
HT2 8.33621E–3 4.35962E–3 2.23084E–3 1.79282E–3 9.04988E–4
HC2 7.52502E–3 3.93539E–3 2.01376E–3 1.61836E–3 8.16925E–4
ES3 2.53242E–2 1.33210E–2 6.83682E–3 5.49843E–3 2.77841E–3
ET3 2.47922E–2 1.30580E–2 6.70651E–3 5.39426E–3 2.72671E–3
EC3 1.92177E–2 1.01219E–2 5.19855E–3 4.18136E–3 2.11361E–3
图 5 参数不满足条件 (5.12)
注 6.3 虽然例 4 显示的是不稳定的结果, 但是基于数值实验测试的结果, 我们还发现
当条件 (5.12) “轻微地” 不满足时, 比如取 l1 = l2 = 0.1, σ = 4, τ = 0.05, 截断区域的时域有
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附录
我们完成定理 5.2 的证明.
证明 分别在方程 (5.3), (5.4)两端乘以 l1l2τ b̄n1 (i, j+
1
2






(5.7)–(5.10) 两端乘以 l1l2τ ḡ
n− 12
3 (i, j), 接着在相应的节点集合中关于空间网格节点标号求和,然后关于时
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因此, 将 (7.6) 式代入到 (7.5) 式, 可得





























2 b̄n2 − e−
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3 )  0. (7.10)
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3 }  0. (7.13)
因此, 由 (7.8)–(7.13) 可得
































































































































同 R3 类似, 可估计出 R4,


















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































) 成立. 因此扔掉 (7.17) 式左端的一些正项, 可得









2 ) − 4η)‖UN‖2l2(Nτ ;Ω0). (7.18)




















引理 7.1 (Gronwall 不等式) 假定常数 c, λ > 0, 且 mτ < T , 若 |Um|  c|U0|+ λτ
∑m−1
n=1 |Un|, 则
|Um|  ceλT |U0|.
证明 设 ζm = c|U0|+λτ ∑m−1n=1 |Un|, 则 |Um|  ζm, 且 ζm − ζm−1  λτζm−1, 因此 |Um|  ζm 
(1 + λτ )ζm−1  (1 + λTm )
mζ1  ceλT |U0|.
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